
笙三军版大笔堂主鱼19 8 2年第 41硅笙 3创
. 。

2 7

引入变量对减少错分率的效力

— 一个定性分类变量筛选程序

数学教研室 苑锡光

摘 要

在定性分类变最的 丰lJ别分析巾常须对解释 变量进行筛选
·

近年来发表过一些这 种方法
,

但都
,

是用于二分反应变量的
,

不能直接用车多类别 (类别数乡 2 ) 反应变量的情况 !二
。

术文 从减少错

分率出发
,

分析了引入变量对减少错芬率的效力
,

导出一个适用 于多类别反应 变量的筛选程序
。

程

序中把引入变量的实际效力及似然比判据 X二两个统计量配合起来
,

同时做为选 入 变鼠的标谁
,

且

对后者的自由渡的计算进行了相应的修正
。

这样就在变量 筛选过程中
,

随时都能把 待选入变量的

效力正确地反映出来了
。

在选入过程的终止标准问题上
,

没有采 用通常的以一个概率值为终止标

准的做法
,

而是采用了比客— 样本容量与样本空间非零状态数之比— 为标准
,
看来这样既能较

好地保证予报的可靠性
,

又可在此基础上尽可能地减少错分率
。

最后在例算中与 L ac h i n(
3 , 的筛选

程序进行了某些比较
。

一
、

引入变 t 的效力

设一母体 中的 个休可按照有 限个定性分类变 量来分类
,

其中一个 (记为 X ) 是 反应变

量
,

其他
n
个 (记为 V

: .

V
Z 、 … …

、

y,
、
) 是解稀变量

,

它们都有确定的 边缘分布
,

且都是

多项分布
。

这些变量都有有限的类别数
,

X 有 I 类
,

其他分别有 J
、

K
、 , · ·

… 类
。

I
、

J
、

K
、

… … 等都不小于 2
。

用 p i ( i 二 1 , 2 ,
·

一
,

I ) 表示变量 X 第 i类出现的概
.

率
, p ;

中最大者 设为 p 。 。

要预

报某一个体属于那一类
,

如只 以 X 的分布为依据
,

则应将它们都预报为第
。类

,

于是预报的错

分率R
。

为

R
。 = 公 P : ( i 布 u )

现引入
.

另一变量 V : ,

其第 j类出现 的概率为qj (二二 1 , 2 , , ~ … ,
J “ 。

将个体 按工及

V
,

交叉分类
,

得一 1 x J 二维列联表
。

记个体落入第讨于第 j列的概 率为 p : : 。

此时必有 p , , 二

p ; i( 二 1 ,
2

,
·

~ 一
,

I )
,

式中下标中 + 号表示对相应的下标求和
,

即

P 、 + = 习 P i j

同样 p +j = q ,即 V : 的边缘分布
。

对一定的 j
,

诸 p :
拼iq ( i = 1 , 2 ,

· ·

一
,

I ) 可视为 一分布

函数
,

把它叫做第 j列的 子分布
。

如已知某个体属于 V :
中第 j类

,

即可按第 j列 子分布中概 率最大者
,

设为 P侧
,

预报它属于

变量 X 的第W类
。

考虑这样做的错分率
。

在 X与V :
独立情况下

, p : j 二 iP q , ,

各子分布与X的边缘分布等同
,
错分率与未引入V

:

时

相同
。
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当X与V
,
有连带 ( a s s o c i a t i o n ) }卜

P 15 = △ s j P ; q j ( i = 1 , 2 ,

… … ,

部份不为 ` , △ 、 j受尤
、

今
·

:了, 厂
、

:

l
·

,
i毖

I ; j = 1

:

奋小
2 ,

· · ,

… ,
J ) 其

, {
, 八

J」
) O 几至 少

`

有

哥“ ` iiP 一 ` ,

及 专
“ ` q j “

的约束
。

如由于△ : j对 1 的偏离使得在第 j列 中有 p w ,
(W午 u) 成为 p 、 J

中之 最大 者
,

即 存在

有

p 、 ; 二 m a二

{
p i j

}
(W 、 、 ` 一 1 , 2 ,

4

一
` )

,
· · · · · · · · · · · ·

… …①

则将使落入V :
中第 j类而 属于 X中第W类的个体不再像未引入变量V

工

时那样被预 报为第 u类
,

而是被正确地预报为第W类
。

于是车虐装分率必减少 (P
, ; 一 p “ )

·

和

军 ( p *
j 一 p 。 j )

· · · · · · , · · · · · · · · · · · · · ·

一
” · · · ·

· · · · · · · · · · · · · · · · · ·

… … ,’’’
,

…②

即为引入变量V : 后错分率的减少最
,

把它除以 V
,

的类别数得

E
, ! E ( p司 一 p 。

)j / J
。 · · ·

·
· · · · · · · ·

~
· · · · · , · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

·
· · · ·

… …③

我们把 E
,

叫做引入变量的实际效力
。

如用 eR去除②式
,

即得 GOo d` an 与 K r us k al 从最优预报

提出的对连带的测度
` “ ’ ,

亦即预侧能力指标
。

如①式对所有 i
、

j都不成立
,

显然不可能减少错分率
。

这种情况下
,

由于 X与 V
:

有连带

必将有部份 子分布与X的边缘分布有差别
。

这种分布上的差别
,
若在给定 V

,

的类别的条件下

再引入
.

与 X 有连带的其他变量
,

可能继续加大
。

因此这种差别产生了减少错分率的可能性
,

或是引入变量对减少错分率的潜在效力
。

很自然地想到用鼠

s 二 2 习 p i ; I n
P 1 1

P全q声

一 “
沙咖

“ “
· ` · ’ `

”
’ !

… … “
’ `

” “ “
`

… ④

d n表示 自然对数 ) 来量度引人变量的这两种效力
。

因为它 ( ) 可做为各子分布 与 x 的边

缘分布间
“
相似性

” 的最度
。

我们把 S 叫做引入变 尾对减少错分 率的效 J]
。

也可以从另一途径 来考虑
。
八 : j对 1 的偏离可用

军 ( 八 ; j 一

1 , J

量度
。

而错分率的减少除依赖于 △ * j对 l 的偏离外
,

还依赖 于个休 落入相应格 的概率
,

所以

上式中各项以才栩友的概率加权是合理的
。

因此也可用量

⑥s , 二 名 p i : ( △ i J 一

表示引六
.

变量的效力
。

考虑再引入一个变量
,

设为V
: 。

用 r k
( k 二

·

1 , 2 , … …
,

K ) 表示变量V
:

的边缘分布
。

干是我们有一个 1 x J x K 三维列联表
。

用 p i j k 表示个体落入
.

第 i行第 j层第 k列格中的概率
。

假设给定V
,

类别的条件下
,

X与V ,
独立

。
一

这就 是说
,

我们考察 在上 次 1 x J 表的 子分布
一

L

发生的引入v ;的效力
。

在这种条件独立假设下
,

个体落入
.

第j层第 i行第 k列的概率应为
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p 1 . , ·

p + J 。 / p
+

.

, +

此时错分率与不引入V
:

时相同
、

而 在假设给定 V
,

类另lj条件 卜X与 V
:

有连带时
,

则 可设

p 1 1 ,、 = △
, k ·

p j」十 ·

p 十 J k
/ p

十 J 十 。

于是引入变吐 V
:

的效力即 . lj’ 表为
: 一 2 乙 iP 、

1n 入
:
j k

。 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 4 · · · · · · · · · · · · · ·

… … ⑥

引 入 变量 V
Z ll于错 分率的 减少是 匕

;

!:
一

引入 变量效力从 础 卜发」
1

的
,

所以 V
Z

的实际效力

E
:

应为

E
: = ( 乙 ( p

w J 、 一 p u 」* ) 一 JE
* ) / k

,

式
l

,
1 p W J」咬

一
a X

{
p

;
.

, ,;

}
。

( u 如前为 X 边缘分布中具有最大密度的类别 )
。

不难把 以上叙述引申到更多次地引入变量的情况去
。

二
、

比较用统计盆

如抽取 了容量为 N 的样本
。

考察 X 与 第一 次待选入
.

的各个变全注 (有 n 个 )

列出 n 个
`

l〔
,

l表
。

以 V
l

为例
,

歹IJ出 一 I 火 J 表
。

用 f
l
s及 f , j 分卿」表示 第 i 行 摘

之间的连带
,

。j列格中个体频

数的观测值 及在 X 与V
,

独立假没下的期望值
。

将 p
, 、

q
J

及 f 、
J

的极大似然沽计壮
甲

认
一

公
,

砚
J 一

孺
一 ,

式
J 一 ￡贾

+J

等代入 还)式
,

再乘 以 N
,

经简 单代数变换即得

N S = 2 兄 f ; J
I n ( f

l
.

,

/ f ;
J
)

,

可见 N S 即似然比 x L Z

统计量
,

它在待选入 变量与反应变量独立的假没 卜近 似地服 从自由度

为 ( I 一 1 ) ( J 一 1 ) 的 x 乙

分布
,

因此心然比判据的 x ;
J
Z

统 计量结合其 自 由度及相应概

率值
「!丁用来 L匕较各待选入 变准对减少错分率的效力

。

不难看出 N S尹就 是 P e a r s o n r为x Z

统示}
·

行全
。

这 以我们不!} 。
、

lj J
’

L a e h i n 甘 I}}的同样 I钩结论
` 3 ’ ,

不过是在反应变量不限于 二分的情况下
。

以 巨两种统计量我们倾 向于前 昔
,

因它与分析列联

表的对数线性模型有更紧密的联系
。

第 a + 1 ( a
_

、 1 ) 次选入变量时
,

如已选入
一

的
a 个变量为 V

、 : ,
V S : , … … ,

V S , ,

它们的

类另lj分另}l用 j
、

k
、

… …
、

l表示
,

类别数为 J
、

K
、

… …
、

L
。

待选 入变量有 V , , 、 … …
、

v , 。 ,一 a , ,

其类别用 m
、

… …
、 r 表示

,

且类别数为 M
、 ·

一
、

R
。

设从 V , 1 开始 计算
。

此时独
_

勿性假

设为
:

给定V S L、 … …
、

V姆 类别条件
一

下
,

反应变 量 X与解释 变量V t , 独立
,

由是期 望值应

按

f i
、 … … 、 m = f

, , … … 工* ·

f
十

尸
·

… ,。 / f
* J

· ·

…
I十

计算
。

似然比 X“

统计量为

x 毛 “ = N S 一 2 乙 f i
J… … ! 1 , ,

I n ( f
】 .

… … ,二 / f
: 」

·

一
z n l

)
。

⑦

其自由变为

d f = J K… … L ( I 一 1 ) ( M 一 1 )
。

⑧

引入变量门勺实际效力可用统计 昌



名
E Na ,

一 〔s… , m ( f ,
J… I。 一 f

u J… 卫二 ) /N 一 习 L a E a 〕 / M
Q 二 1

…
, . .

…⑨

去比较
,

式中

`W ·
· ,

一
?
X

{
` i 万

一
:

}

L a 表示第 a 个引入变量的类别数
。

在实际使用 x L “
时往往遇到有的观测值为零

,

甚至边缘总计中出现零的情况
。

观 测值为

零时我们采用将⑦式中相应的项设为零的方式处理
。

边缘总计中出现零时
,

宜将该行或列从

表中简约掉
。

于是计算自由度的公式⑧即应加 以修 正
,

其中 d f 有如 J K
· , ·

… L 层 二向表 自

由度的和
。

如有一层中出现 m
尹

列 (或 i
产

行 ) 的边缘总计为零则 从该层的 M (或 )[ 中减 去

m 尸 (或 i 产 )
。

这样
,

可以较正确地反映正待选入的解释变量的效力
。

三
、

变 t 筛选程序

1
.

设有 a 个已选入变量 (延用上段中的符号 )
,

考虑从其它
n 一 a 个变 量中再选入 一变

量V
S ` a + , 〕 。

先按照⑦
、

⑧式计算各未选入
.

变量的 x L “

值
、

df 值及各相应概率 P , ; ,
P , 2 , … ,

P 乞
( 。 一 a ) 。

记这些概率中最小者为占 x l o一 E ( 1 又占 < 1 0 ,
E为正整数或零 )

。

指定最大 可接 受概率水平
a 。

如 8 x 1 0一 E
> a 则筛选过程停止

。

2
.

以占 x 1 o一 E 为准定出可接受概率区间
。

为此指定因数 > 1
。

如P , l… ,

P t ` ” 一 a )

中

有 Pm符合条件

1n `·

{
· , ` 。 · 1 。一 }

> p功 > ” X l 。一

则将相应变量列入
.

集合 Y
。

3
.

计算各未选么 变量的实际效力 N E , , ,

N E t z , … ,
N E , 《 n一 a 。 。

找出集合 Y中实 际效力

最大的变量
,

把它选入
.

,

即V S 。 a + ; 。 。

如 Y 中具有最大实际效力值的变量不止一个
,

则选入
.

其中概 率最小者
。

然后再次进入选入过程
。

4
.

随时计算样本容量与各样本空间 作零状态数 (状态数指已选入的各解释变量类另lJ数

之积 ) 之比
,

以下将此比简称比容 O
。

( n 一 a 个未选入 变量分 另d与已选 变鼠 组成
n 一 a 个样本

空间 )
。

为比容 0指定可接受下限 0
尹

及上限 0
”

( O” > 0
`
)

。

当V
、 、 a , , )的比容小于 0

“
时选入过程停止

,

并按下列标准重 新考 虑 最后
一 个 被选入变量

( V
、 〔 a 干 , )

作废 )
。

5
.

列出所有比容大
一

J
几
O
`
的变量

,

将其中实际效力 最大者选入 作为 V
、 ` a + 1 、 。

此 次选入

时
,

如没有
一

个比 齐大 f o
` ,

则返回 L次 t圭入过程
,

依此重新考虑 V
、 a 。

此日」
`

如有变量其实

际效力与实际效力最大值相等 (或相差甚小 )
,

则取其中比容最大的变量
。

四
、

实例及结语

全国胃癌病理 协作组为研究中
、

晚期胃癌病理改变 与予后的关系
,

于 1 9 8 0年按统一的选

择规定及分类标准收集了 8 5 2 3例病例
。

经该组 同意
,

刊用其部份病例进行 了几次例算
,

以考

丧以 卜程序
。

计算是存 BCM一 I 型计算机 卜世 行的
。



病例中被予报的反应变量是病人手术后存活年限 ( 记为 X )
。

解释变量除 记载上过分不

完全者外有2 2个
,

它们是
:

性别 ( V
,
)

,

年龄 ( V
Z
)

,

部位 ( V
3
)

,

肿瘤 大 小 ( V
4
)

,

大

体类型 ( V
。
)

,

组织学类型 ( V
。
)

,

两种癌周间质反应 ( V
7

及V
。
)

,

五种肿瘤 侵犯情况

( V
。
一 V

Z。
)

,

四种癌旁上皮反应 ( V
, ;

一 V
, :

)
,

三种淋巴 结反应 ( V
: 。
一 V

Z 。
)

,

淋巴结转

移情况 ( V
: , ) 及手术类型 ( V

Z :
)

。

其中有 2 0种属于定 性分 类者
,

有的 有序
,

有的无序
。

解释变量的类别数有 2 , 3
,

透 , 5 , 7 , 8六种
。

( 1 ) 例 一

将反应变量划为三类
,

第 类存活年限在一年内 ( X ( 1 )
,

弟
`

类为 1 < X ( 3 ,

第

三类为 X > 3
。

所用参数值如表 1 所示
,

其中各先验概率是根据 6 4 0 0例有随访病例算出的存

活率 f占计的
。

对这 里的例算
,

适用病例有 2 7 5 9例
。

随机取 1 9 6 3例为 试验样本
,

其 他 7 96 例为

验证样本
。

限 分 三 类 时 所 用 参表 Z 存 活 年 限 参 数

先验 }}
{

火韶
:

P x
{ X 簇 1 ) = 0

.

3 5

p Z
; 1 之X 共 3 } = 0

.

3 6

p 3
{ X )

·

3 1
= 0

.

2。

,

叮按受 }既率水 书a 二 。
.

01

慨率区间常数日
=
10

1}二
`

齐 卜
`

日l(j
’ = 1 5

比齐土限 0 ” = 2 。

表 2 所列为庄试验样术 卜进行的筛选结果
。

各行的次序按选入先后排列
,

第一次选入的

是V
Z ,

(淋巴结转移情况 )
,

以 !
: 是 V

。
(肿瘤侵犯深 度 )

、

V
*

(淋巴样细 饱反应 ) 及 V
, ` 。

选入V
I 。
后比 容已降至 0

尹

与O
“
之间

,

故选入过程终止
。

由以上结果
,

估计后验概率并用简单 B a
ye

s决策法 ( 设错分损失都为 ] )得 出予报 法则
。

将此法则在试验样本上回报及 用之于验证样本所得的错分率
,

如表 3 所示
。

农2 饰 选 结 果

2 2

P ( X 比军f o

ew 0

1
.

8 0 E
一
1 3

1
.

O E
一
0 7

5
.

o E
一 。 4

0
。
0 3 2 9 9 1 6

2
.

2 7 2 4 3 E
一
0 3

5
.

8 1 0 3 E
一
0 3

7
.

5 8 8 5 E
一
0 3

4 9 0
。

7 5

1 6 3
。

6

5 6
。

0 8

1 6
。

5
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量一亦又1
8

人一丸肠卜Y’l选

表 3 错 分 率

总
.

错分率

一

限

一
一

年一
一

。

一一一阵 本
X ( 1 1 < X ( 3 X > 3 ( B a y c s

)
}}: 计量 )

试少 日

尽共、 }l王{丫

。

5通O

。

6 0 9

0
.

`

生6 7 0
。

4 5 0

。

5 0 2

0
。
4 8 8

0
。
5 6 3 0 0

。

5 6 2

( 2 ) 例
`

将反应变量划为两类
,

第一类存活年限在三年内 ( X ( 3 )
,

第二类为人 > 3 年
。

所用

参数值见表 4
。

试验杆木容量 N = 2 2 7。例
,

验证样木客量
一

1 0 5 4例
。



表4 存 活 年 限 分 为 两 类 所 用 参 数

先验十 j沈率

P2 f X 簇 3 } = 0
.

71

p Z
{ X > 3 } = 0

.

2 9

可接受概率水平一。
.

01

慨率区间常敛日= 10

比华户 声限 0 ’ 二 20

比容 上限 0 ” = 1 5

筛选结果
:

第 一次选入V
: , ,

第二次选入 V
7 ,

以
一

I’’ 是 V
e

及V
: 。
最后是 V

,

州生别 )
。

前四

个选入时都是该次概率值最小而实际效力也最大
。

第五个则只是落入集合 Y 中而实际效力最

大者
,

但它的比容 已小于 e
产 。

由于其它 17 个待选入变量的比容也都小于 O
/ ,

故退至第四次选

入过程
。

这时发现 V
, 。

(淋巴管有无瘤栓 )的实际效力与V
, :

者相等
,

但其比 容远大于 V
I 。
者

,

故将V
, 。
选入

。

过程终止
。

刊用这四个解释变量在试验样本上估计出后验概率
,

得出予报法则
。

将此法则用于验证

样本得到的错分率及其在试验样本上的回报列入表 5 中
。

牟

一簇 3 年 > 3 年 ( B a 〕
·
C s
了占计噜宜 )

试验 {
一、

}之术

(览了左阿 )

玛石 [斤卞

门 0 5 4 {少l )

0 5了O

1 G5 3

0
。

2 4 2

( )
。

竺吕O

我们又用 Lac hi n 的筛选程序处理了同一试验样本
。

用的最大可接受概率 m p a
为 0

.

1 5 ,

最

小剔除概率
一

也是 0
。

15
。

使人感兴趣的是
,

所选出的变量同样是上面那四个
,

选出的次序也相

同 (未 出现被剔除的情况 )
。

只是 第四 个变量V
, 。

是直接选入「l勺
。

到第五 次选入 时所 有变量

的概率值都大于 0
.

4 ,

过程 自然终止
。

例算说明我们所用筛选程序可以选出对 减少错分率起较大作用的变员集合
。

如丧 2 所列

在试验样水上总错分率为 4 8
.

8%
,

由此可知予测能 力指标 达 到 2 3
.

75 %
,

即四个变量的引入

使错分率减少了 2 3
.

7 5 %
。

而 I[ 庄试验及验证样本 卜的错分率
,

山表 2 及表 3 可见
,

都是华

本一致的
。

说 明得出的予报法则的可靠性是较好的
。

由例二看来
,

在解释变量为二分时
,

心乎我们所用程序与 L ac h i n 的程序的效果相同
。

实

际上并不总是这样
。

山于我们 引用了引入变量的实际效力
,

并且对自山度的处理采用了不同

的方法
,

在义量筛选过程中随时可以把待引入变量的实际及潜在效力清楚地丧现出来
。

从而

较多地提供 犷减少错 分率的机会
。

再 扮股后一 次选入变量不 再考虑浴 泊
_

效力
,

离开 了概学

值
,
以比 吝及实 }示效力为终 比及变量选入的标谁

;
.

这既保证 r 顶报的可靠性
、

一致性
,

又 可

在必要的比 寿条件 曰牙刊尽 显低的错分率
。

.t’ 面把以 卜实例引申
·

卜以沈明
l
二里的看法

。

把 1{,l]
`

}
’
两个样本加到一起做为试验样本

,

再用 l以i种程序进行变觉筛选
。

结果 L ac hi n程

序仍终止于原来的四个变量
,

l叮本文所用程序则选入
一

r 原被筛选掉的V
: `
及V

、 ,

而未 再选入

V
; 。 。

两个结
,

桂付试脸样本回报的错分 率见丧 6
。

从各种错分率比较
,

偿
、

!、勺来 说本 文程序的

结果 !舀铰汗的
。

特别 早在样木 中占比例校小的存活年 限大 于 3 年的那一 类的错分率有明显下



。

3 3
·

表6 错 分 率

存 活 年

`

X >
,

3

限 总错分率
程 序

X 蕊 息

户测能力指标
( B勺

C s
估计量 )

L a e h i n 0
。

0 7 1 8 0
。

6 9 9 O
。

2 5 3 了

仁 又
O

。
0 8 2 4 0

。

5 8 6 0
。

2 2 8 5

1 2
.

5 2 %

2 1
.

2 0%

降
,

这正是 在类别比例悬殊情况下所希望的
。

同样的方法用在例一的样本
1

1
, ,

也可再选入另

一变量V
` ,

从而使 回报总错分率降至 4 2
.

66 %
。

( l ) 〔子0 1〔l s t e i n M

W 1l e y & s ,〕n s ,
2 9 7 8

( 2 ) G o o d m a n L A

J A m e r S t a t i s t A s s ,

( 3 ) L a e h i r l J M
:
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