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　　提　要　目的:两大样本比较问题 ,传统上对同方差正态情形可采用双样本 t检验法 ,对非正态情形可

采用非参数秩检验法 ;但对两小样本比较问题 ,若采用以上方法其可靠性较差。本研究旨在建立一种两小样

本比较的统计处理方法。方法:假定 ( 1)样本来自同方差正态总体 ( 2)参数具有正态先验 ( 3)在平方损失下 ,采

用了经验 Bayes方法。结果:建立了参数的 Bayes估计及 Bayes置信区间 ,并给出了两小样本比较的 Bayes检

验法则。结论:利用实例进一步说明了对两小样本问题经验 Bayes方法较双样本 t检验法具有更高可靠性。
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　　在许多医学实验中由于种种限制 (如实验经费过

于昂贵 ,病例罕见等 )只能搜集到少量的样本 ,称作小

样本 ,此时我们常常希望能通过两小样本去比较两个

总体间是否有显著差异 ,称作两小样本比较问题。对于

两小样本比较问题 ,我们不能简单地套用两大样本比

较方法 (如双样本 t检验法 ,非参数秩检验法等 )。小样

本问题在实际中经常遇到 ,但在统计上却较难处理。近

年来小样本问题成为统计学讨论的热门话题之一。随

着经验 Bayes方法的产生 ,小样本问题的讨论更趋活

跃。本研究就两小样本比较问题介绍一种正态先验

Bayes统计推断方法。

1　 Bayes思想追溯

　　 Bayes统计起源于 1763年 ,在本世纪二、三十年代对 Bayes

观点的讨论空前激烈 ,自 1950年 A. Wald统计判决理论产生

后 , Bayes方法成为统计判决理论的重要工具。到本世纪六、七

十年代产生了经验 Bayes方法。经验 Bayes方法认为对一个实

验问题采取什么样的行动不仅依赖于现有的样本信息 (不在乎

样本容量的大小 ) ,而且还应当考虑样本中参数的某些先验信

息以及采取行动所带来的损失大小。经验 Bayes方法用于估计

问题产生了经验 Bayes估计 ,经验 Bayes方法用于检验问题则

产生了经验 Bayes检验。

　　由于经验 Bayes方法着眼于现有的样本而不象传统的统

计方法那样将样本看着总体中无穷多样本的一部分去考虑 ,因

此 ,经验 Bayes方法更适用于小样本问题。同时经验 Bayes方法

需要利用参数的先验信息和考虑行动所带来的损失 ,这点也较

能贴合小样本问题的实际。例如 ,要估计好转率 ,试验前根据经

验对好转率取值的可能性有一个初步的认识 ,即为参数的先验

信息 ;另外 ,一个估计值如果离真值较远则损失较大 ,一个估计

值如果离真值较远则损失较大 ,根据 Bayes思想可以看出 ,经

验 Bayes方法有如下要求:

　　 1)样本的分布形式 f ( x ,θ)已知 ,其中θ为未知参数 ;

　　 2)确定出未知参数θ合理的先验分布 H (θ) ;

　 　 3)确定出行动 d合理的损失函数 L ( d,θ) ,其中 d为样本

的函数 ;

　　 4)选择使后验平均损失最小的行动作为最终采取的行动。

2　问题及方法

2. 1　两小样本比较问题
　　假定 X1 , X2 ,… Xm来自 X服从正态分布 N(θ1 ,σ2 ) , Y1 , Y2 ,

… Yn来自 Y服从正态分布 N (θ2 ,σ2 ) ,共中 m, n均较小 ,问题

是:

　　 1)估计未知参数θ1 ,θ2;

　　 2)检验假设:

H0 θ1= θ2 H1 θ1≠θ2 ( 1)

2. 2　先验信息的确定
　　利用共轭先验方法 ,假定θ1 ,θ2具有如下先验分布:

θ1～ N(μ1 ,τ2
1 ) ,θ2～ N(μ2 ,τ2

2 )

　　相应的密度函数分别记为:

f (θ1 ;μ1 ,τ2
1 ) ,θ2～ N(μ2 ,τ2

2 )

　　μ1 ,τ2
1 ,μ2 ,τ2

2可以用如下估计值近似替代:

　　假定以往有关 X的 k组小样本均值为: X- 1 , X
-
2 ,… , X- k;以往

有关 Y的 r组小样本值为: Y- 1 , Y- 2 ,… , Y- r。
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2. 3　损失函数的确定
　　对θ1 ,θ2的估计 (行动 )d 1(X )和 d2 ( Y ) ,采用平方损失

L( d1 ( X ) ,θ1 ) = ( d1 ( X ) - θ1 )2

L( d2 ( Y) ,θ2 )= ( d2 ( Y ) - θ2 )2
( 3)

　　按照如上损失函数 ,将 d1 ( X )作为θ1的估计 ,若 d1 ( X )与 θ1

相差越大则损失越大 ,将 d2 ( Y )作为 θ2的估计 ,若 d2 ( Y )与θ2相

差越大则损失越大。

2. 4　θ1 ,θ2的 Bayes估计

　　根据样本 X, Y的分布及未知参数 θ1 ,θ2的先验分布 ,可计

算出在 X1 , X2 ,… Xm给定下θ1的后验分布及在 Y1 , Y2 ,… Yn给

定下θ2的后验分布。

　　因为

　 　 Xi|θ1～ N(θ1 ,σ2 ) ,相应的密度函数记为 f ( xi;θ1 ,σ2) , i= 1,

2,… , m

　　 Yj|θ2～ N(θ2 ,σ2 ) ,相应的密度函数记为 f ( yj; θ2 ,σ2 ) , j= 1,

2,… , n

　　从而

　 　在给定 ( X1 , X2 ,… Xm ) = ( x1 , x2 ,… , xm )的条件下θ1的密度

函数为

[∏
m

i= 1

f ( xi; θ1 ,σ
2 ) ]f (θ1;μ1 ,τ

2
1 )

∫
+ ∞

- ∞
[∏

m

i= 1

f ( xi ;θ1 ,σ2 ) ]f (θ1;μ1 ,τ2
1 ) dθ1

( 4)

　　同理

　 　在给定 ( Y1 , Y2 ,… Yn ) = ( y1 , y2 ,… , yn )的条件下 θ2的密度

函数为

[∏
n

j= 1

f ( yi;θ2 ,σ
2) ]f (θ2;μ2 ,τ

2
2 )

∫
+ ∞

- ∞
[∏

n

j= 1

f ( yj; θ2 ,σ2 ) ]f (θ2;μ2 ,τ2
2 ) dθ2

( 5)

　　整理 ( 4)式、 ( 5)式知

θ1|( X1, X2 ,… , Xm )～ N(
mX-τ2

1+ σ2μ1

mτ2
1+ σ2 ,

τ2
1σ

2

mτ2
1+ σ2 )

θ2|( Y1 , Y2 ,… , Ym )～ N(
nY-τ2

2+ σ2μ2

nτ2
2+ σ2 ,

τ2
2σ2

nτ2
2+ σ2 )

( 6)

　　其中 X-=
1
m
∑

m

i= 1
Xi , Y

-=
1
n
∑

n

i= 1
Yi

　 　则 d1 ( X1 , X2 ,… , Xm )作为 θ1的估计带来的后验风险 R

( d1 ) , d2 ( Y 1 ,Y 2 ,… , Yn )作为θ2的估计带来的后验风险 R ( d2 )有

如下形式:

R( d1 )= Eθ1
( d1- θ1 )

2　　 R( d2 ) = Eθ2
( d2- θ2 )

2 ( 7)

　　 Eθi
( )表示在θi的后验分布下求数学期望 , i= 1, 2。

　　可以证明当 d1=
mX-τ2

1+ σ2μ1

mτ2
1+ σ2 时 R( d1 )达到最小 ,当 d2=

nX-τ2
2+ σ2μ2

nτ2
2+ σ2 时 R( d2 )达到最小

　　即θ1 ,θ2的 Bayes估计为:

θ 1=
mX-τ2

1+ σ2μ1

mτ2
1+ σ2 ,　　　θ 2=

nY-τ2
2+ σ2μ2

nτ2
2+ σ2 ( 8)

　 　这里 μ1 ,τ
2
1 ,μ2 ,τ

2
2可用 ( 2)式给出的估计值替代 ,σ2常常未

知 ,可用如下 X, Y的合样本方差 σ 2替代

σ
 2=

( m- 1) s21+ ( n- 1) s22
m+ n- 2

s21=
1

m- 1∑
m

i= 1

( Xi - X- )2 , s22=
1

n- 1∑
n

i= 1

( Yi - Y- ) 2

( 9)

2. 5　θ1- θ2的后验置信区间及 Bayes检验法则
　　根据 ( 6)式由正态分布的再生性知θ1- θ2的后验分布为:

(θ1- θ2 )|(X1,X2,… ,Xm ,Y1, Y2,… , Yn)
～ N(θ

 
1- θ

 
2 ,σ 2

1+ σ
 2
2

　　其中

σ
 2
1=

τ2
1σ2

mτ2
1+ σ2 ,　　σ

 2
2=

τ2
2σ2

nτ2
2+ σ2 ( 10)

　　则θ1- θ2的 ( 1- α) 100%后验置信区间为:

I= [(θ 1- θ 2- uα/2 σ 2
1+ σ 2

2 , (θ
 
1- θ 2 )+ uα/2 σ 2

1+ σ 2
2 ] ( 11)

　　这里 uα/2为标准正态分布的 α/2上侧分位数。

　　根据 ( 11)式 ,在给定显著水平 α下可构造如下 Bayes检验

法则:

　　 ( 1)若置信区间 I包含 0,则应接受 ( 1)式中的零假设 H0 ,

认为样本 X 与样本 Y间无显著差别:

　 　 ( 2)若置信区间 I不包含 0,则应拒绝 ( 1)式中的零假设

H0,认为样本 X与样本 Y间有显著差别。

3　实例分析

　　为了进一步说明如上小样本 Bayes统计方法的应

用 ,以下利用实际例子进行分析。

　　 [例 ]第三军医大学组胚教研室为研究癌症患者与

非癌症患者间 SDH酶活性有无差异 ,共收集了 100例

癌症患者和 50例非癌症患者的 SDH酶活性数据 ,见表

1。
表 1　 SDH酶活性数据表

Tab 1　 Act ivity of SDH

Number Cancerous pa tients( X) Number Non-cancerous pa tients( Y)

1 96 1 145

2 93 2 174

3 78 3 159

4 80 4 146

　… 　… 　… 　…

97 124 47 134

98 133 48 138

99 100 49 135

100 114 50 158
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　　以上问题属于两大样本比较问题 ,可用双样本 t-

检验法处理 ,结果显示: 两样本方差具有齐性 ,两样本

均值间有显著差异。说明非癌症患者比癌症患者 SDH

酶活性显著偏高。

　　为了说明如上统计方法 ,特构造如下小样本问题。

我们将上述数据中样本 X分为 20组、样本 Y分为 16

组 ,将其中各选一组作小样本比较的现有资料 ,其余作

为小样本经验资料 ,具体数据如下:

　　现有资料:

　　X: 159, 148, 96, 148　　 Y: 145, 174, 159 (* )

　　经验资料均值:

　　 X-i: 88. 6, 90, 5, 94. 16, 96. 4, 97. 5, 134. 3, 113. 4,

113. 8, 114. 6, 91. 4, 86. 4, 105. 8, 93. 2, 86. 72, 79. 6,

68, 77. 8, 67, 54

　　 Y- i: 156, 172, 143. 6, 167. 6, 145. 6, 155. 5, 144. 3,

148. 6, 166. 7, 161. 6, 144. 6, 156. 5, 170, 134. 6, 143. 6

　　按照上述经验 Bayes方法可以算出:

　　X-= 137. 5　　 Y-= 159. 33　　σ
 2= 565. 08

　　μ
 
1= 92. 27　　τ

 2
1= 364　　μ

 
2= 154. 06　　τ

 2
2=

133. 67

　　θ
 
1= 125. 034　　σ

 2
1= 101. 771　　θ

 
2= 156. 24

　　θ 
2
2= 78. 185

　　则θ1- θ2的 ( 1- 0. 05) 100%后验置信区间为:

I= [4. 914, 57. 49]

　　可以看出后验置信区间 I不包含 0,说明 X与 Y

间有显著差异 ,再根据 θ 1 ,θ 2的大小可得出结论: 非癌

症患者 SDH酶活性显著偏高。这与大样本时双样本 t

检验结论吻合。

　　但如果对小样本资料 (* )直接采用双样本 t检验

法 ,其结论是: X与 Y间无显著差异。这与大样本时双

样本 t检验结论不吻合。

　　对两小样本比较问题 ,采用本研究介绍的经验

Bayes方法比传统的双样本 t检验法更吻合实际。因

此 ,对两小样本比较问题 ,当先验信息选择得当时 ,宜

采用上述经验 Bayes方法。
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A normal prior Bayesian inference for the comparison of two small

samples
Luo Mingkui , Fan Ai jun, W ang Kaifa ( Depar tmentof Mathema tics, Third Militar y Medical Univ e rsity , Chongqing ,

400038)

　 　 Abstract　Objective: Th e-tw o-sample comparison, the tw o-sample-t-test and the nonpa ramete r rank

test ar e reliable when the sizes of samples ar e la rg e, but they a re not reliable w hen the sizes a re small. The

purpose of this paper is to establish a suitable sta tistical procedure fo r th e sma ll sample. Methods: The em-

pirica l Bayesian method is applied and the fo llows a re supposed: ① two sam ples have no rmal distribution with

the same va riance② th e pa ramete rs have no rmal prio r distribution③ there is square lo ss. Resul ts: A Bayes

estima tion and a Bayes po sterior confidence intera l a re established and a Bayes test 's r ule is constructed fo r

the comparison of two small samples. Conculusion: The emperica l Bayesian method is more reliable than the

tw o-sample-t-test method in comparison of two sma ll samples.

　　 Key words　 Bayes estima tion; Bayes po sterior confidence interal; Bayes infer ence
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