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细菌波动生长与环境关系数学模型

王开发 ,梁正东 ,雷玉洁　　(第三军医大学基础医学部数学教研室 , 重庆 400038)

　　提　要:目的　针对开放微生物生长系统 , 探讨细菌波动生长的产生机制。方法　以单种群细菌为研究对象 , 应用非线性系

统动力学和数值模拟分析方法讨论周围环境条件变化对细菌生长的影响关系。结果　建立了单种群细菌波动生长与环境关系数

学模型。结论　证明了模型的合理性并给出了模型的数值模拟结果 , 为研究细菌波动生长规律作了量化分析探索。
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Mathematical model of the relationship between bacterial wave growth and environment
WANG Kai-fa , LIANG Zheng-dong , LEI Yu-jie(Department of Mathematics , Third Military Medical University , Chongqing 400038, China)

　　Abstract:Objective　To explore the generative mechanism of bacterial wave growth in view of the open living system of microorganism.Meth-

ods　With the single strain of bacterium as the subject , the nonlinear method of the dynamic systems and the analyzing method of the numerical sim-

ulation were used to study the effect of the changing environment on the bacterial growth.Results　A mathematical model of the relationship between

the bacterial wave growth and environment was established.Conclusion　This model is verified to be scientific and its numerical simulation results

are obtained , providing a helpful quantitative analysis for the research on the laws of bacterial wave growth.
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　　细菌生长繁殖的总菌数与生长时间的定量关系 ,
可借助许多数学模型描述[ 1 ,2] 。然而细菌的生长代谢

是开放系统条件下的生命活动过程 ,它一方面导致着
周围环境条件的变化 ,另一方面又受到环境条件变化

的制约 ,因此 ,许多学者把环境因素纳入了微生物学研
究的范畴 。徐启旺等[ 3 ,4] 运用生物显色技术 ,在培养

基上点种奇异变形杆菌 ,试验观察到细菌周期波动生
长。在文献[ 2]的基础上 ,针对开放微生物生长系统 ,

通过分析周围环境条件变化对细菌生长的影响关系 ,
建立了细菌波动生长与环境关系数学模型 ,分析了模

型的合理性 ,得到了可以很好描述开放系统细菌波动
生长变化的数值模拟分析结果 ,推广了文献[ 2] 的工

作。

1　模型及其合理性

　　细菌的生长代谢总是不断地摄取周围营养 , 排出废物 , 从

而一方面导致着周围环境条件的变化 , 另一方面又受到环境条

件变化的制约。 我们选用 Logistic 型方程作为细菌生长的描

述[ 2] ,再利用废物数量因子作为刻划环境变化的指标 ,记 t时刻

细菌总菌数 、细菌体内和周围环境中的废物数量为 x(t)、y(t)和

z(t)。考虑细菌体内的废物会导致细菌的部分死亡 ,同时环境

废物将部分溢流和通过细菌摄取营养而进入体内等情形 ,我们

可建立如下的单种细菌生长与环境关系数学模型:
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x′(t)=a(1-
x(t)
M
-by(t))x(t)

y′(t)=cz(t)-fy(t)

z′(t)=dx(t)y(t)-gx(t)z(t)-hz(t)

x(0)>0 , y(0)=0 , z(0)>0

(1)

　　这里 a是细菌的内禀增长率 ,M为环境容纳量 , b 表示体内

废物的致死系数 , c为环境废物向体内废物的转化常数 , d 是细

菌排放废物常数 , g 为细菌对环境废物的吸收常数 , f、h 分别表

示体内废物和环境废物的溢流常数 , 它们都是正常数。模型

(1)是在文献[ 2] 的基础上 , 针对开放微生物生长系统 , 考虑了

周围环境条件变化对细菌生长的影响关系而建立 , 是文献[ 2]

的推广。同以往模型相比较 ,它更真实地反映了细菌波动生长

的实际。

　　分析模型(1)的第一步是证明模型的合理性。具体地说 ,

为了满足细菌生长的生物学意义 ,我们必须证明 x(t), y(t), z(t)

始终非负且最终有界 , 即系统(1)必须是耗散系统[ 5] 。这就是

下面定理的内容。

　　定理　系统(1)的所有解始终非负且最终有界。

　　证明:因为系统(1)的初值非负 ,利用第一式容易得 x(t)始

终非负。下证 y(t), z(t)始终非负。

　　假设 y(t), z(t)并不始终非负 , 则令 t1>0 是第一个使得 y

(t)或 z(t)为零的那个时刻。不妨设 y(t)先取零值 , 则由第二式

得 y′(t1)=cz(t1)-fy(t1)=cz(t1)>0 , 所以对于接近 t1 而又小于

t1的 t ,有 y(t)<0 ,但这与 t1是第一个使得 y(t)等于零的时刻矛

盾。若假设 z(t)先取零值 ,则由第三式可得类似矛盾。所以系

统(1)的所有解始终非负。

　　因为 y(t)始终非负 , 由第一式可得

x′(t)≤a(1-
x(t)
M
)x(t)
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对方程 x′(t)=a(1-
x(t)
M
)x(t), 容易有 lim

t ※+∞
x(t)=M。因此 , 利

用比较原理[ 5] , 对系统(1)有 limsup
t※+∞

x(t)≤M+ε,ε为任意正常

数 ,即 x(t)最终有界。再由第三式得

z′(t)≤d(M+ε)y(t)-hz(t)

　　考虑线性系统

y′(t)=cz(t)-fy(t),
z′(t)=d(M+ε)y(t)-hz(t)

(2)

　　容易计算系统(2)的系 数矩阵的特征值为 λ1 , 2 =

-(f+h)± (f-h)2+4dc(M+ε)
2

,即至少有一个特征值λ<0 ,

所以由比较原理可得系统(1)的 y(t), z(t)至少有一个有界。 不

妨设 z(t)有界 ,如果此时 limsup
t※+∞

y(t)=+∞,则由波动引理[ 6]知 ,

存在 tn←∞, 当n※+∞时 ,有 y(tn)※+∞且 y′(tn)=0。由系统

(1)的第二式得 0=y′(tn)=cz(tn)-fy(tn), 矛盾。所以此时 y(t)

也必有界。反之 ,如果假设 y(t)有界 , 则可类似证明 z(t)也必有

界。综上所述 ,系统(1)的所有解最终有界。

2　数值模拟分析

　　证明了模型(1)的合理性之后 ,我们现在来看它对细菌生

长繁殖将来的发展情况能作出什么预测 , 是波动生长呢? 还是

最终会平稳下来? 为了回答这一问题 , 在设定 a=0.9 , b=0.3 ,

c=0.4 , d=0.3 , f=0.5 , g=h=0.2 ,M=90 000 的模型参数前提

下 ,我们利用 Mathematic 3.0 软件在 Pentium Ⅱ计算机上针对

x(0)=50 , y(0)=0 , z(0)=5 初值对系统(1)进行了数值模拟分

析。得到细菌总菌数 x(t), 废物数量 y(t), z(t)的变化关系 , 见

图 1。

图 1　系统(1)的数值模拟结果

Fig 1　The numerical simulation results of the system(1)

3　讨论

　　本研究利用废物数量因子作为刻划环境条件变化
的指标 ,在 Logistic方程的基础上 ,建立了单种细菌生
长与环境关系模型 。通过对模型进行数值模拟分析 ,

从图示可以得出细菌总菌数 x(t)、废物数量 y(t)、z(t)
的确是呈波动变化 ,并且当废物数量最大时 ,细菌总菌

数最小(t=40和 t=100附近),这同生物波理论[ 3 , 4]是

相吻合的 。由此说明该模型较好地描述了开放系统下

细菌波动生长过程中总菌数与环境变化的定量关系 ,
为细菌波动生长的发生机制受环境因素及细菌代谢影

响提供了理论依据 ,对研究细菌波动生长规律作了有
益探索。本研究所构建模型也可用于描述病毒对细菌

的寄生作用或其它有关的污染环境中的单种群生长。
　　需要指出的是 ,影响微生物生长的许多环境因素

在本研究还未深入考虑。另外 y(t)与 z(t)曲线应有一
个时间错位才显合理 ,因此需考虑体内废物排出的时

间滞后问题 。为了更逼真地描述细菌生长实际 ,还需

对模型作进一步完善 ,这在我们以后的工作中将逐步
开展 。
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