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Breslow 算法非容许误差校正

Rectification of non-tolerance error in Breslow' s algorithm
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　　提　要:目的　对多元生存分析 Breslow 算法的基础生存率 So(t)的估计会在实用中产生与概率意义不相符的非容许

误差进行校正。方法　根据 Cox比例危险度概率模型原理 , 利用参数极大似然估计法对 So(t)做推导分析。结果　导出

了 So(t)的无偏计算公式。结论　纠正了原估 So(t)计公式的非容许误差 ,并通过不同算法对比的算例 ,说明新估计公式

的合理性。

　　在多元生存分析中 , Cox 算法虽然稳定可靠 ,但由

于该法需计算各个重复死亡点上的不同组合
[ 1]
,对于

大样本多重复数据面临着计算技术上的困难 ,产生所

谓“组合爆炸” 。Breslow 算法避免了计算组合 , 是对

Cox 算法的一种改进。相对说来计算较简单 ,节约机

时 ,微机存贮空间也能满足。无重复时 ,两种方法对 β

的估计一致;重复点不多且重复数目不大时 ,两者差别

也不明显 。从实用上看 , Breslow 算法是有效的 ,仍是

目前普遍采用的一种方法 。正如文献[ 2]指出的那样 ,

计算基础生存率 S 0(t), “一般采用乘积极限法或

Breslow法估计” 。

　　然而 ,在文献[ 3]中 Breslow 算法给出的基础生存

率 S0(t)的计算公式[见下述(1)式] ,会在实用中发生

括号内第二项值于个别点大于 1 ,使得 S 0(t)值为负的

情形 ,显然在概率意义下不合理 ,是非容许的误差 。

　　 S0(ti)=∏
t
l
≤t

i

[ l-ml ∑
j ∈R(t

l
)
(z j β)] (1)

　　由于文献[ 2] 中省略了推导过程 ,很难直观判断

(1)式的来历根据。事实上 ,下面将推导出(1)式只是

下述(2)式的一个粗糙近似 ,是造成实用中非容许误差

的原因 。因此笔者建议计算 So(t)不用(1)式 ,而改用

(2)式进行 ,即可避免上述误差的产生 。

　　 S0(ti)=∏
t
l
≤t

i

exp[ -ml ∑
j ∈ R(t

l
)
exp(z j β] (2)

1　推证

　　在生存分析中 ,生存率函数定义为

　　S(t , z)=P(T≥t , z)=1-F(t , z) (3)

　　它表示具有协变量 z(p 维向量)的个体生存期 T 大于等于

t 的概率 , F(t , z)为死亡率函数。
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　　危险率函数 h(t , z)的定义及其与 s(t , z)的关系为

h(t , z)= lim
■t※0

P(t≤T≤t+■t T≥t , z)
■t

= lim
■t ※0

[ F(t+■t , z)-F(t , z)] ■t
s(t , z)

　　=
dF(t , z)
s(t , z)dt

=-
ds(t , z)
s(t , z)dt

(4)

　　它表示个体生存期 T已达到 t的条件下而在 t 时刻的瞬时

死亡率。对(4)式从 0到 t 积分 ,并化简得

　　S(t , z)=exp - to h(u , z)du (5)

　　实际采样时 , 时间都是离散的。设采样数据记为(Ti , w i ,

z i), i=1 , 2 , … , n , Ti 为第 i 个个体的观测时间 , w i 为标识变量 ,

w i=1 为第 i个个体死亡 ,w i=0则为截尾(失访或终止随访), zi

为其 p个协变量构成的向量。将 w i=1 者所对应的 Ti 按由小

到大排序 ,记为 t1<t2<…<tk ,其中 k 表示不同死亡时间点的

个数 ,显然 k≤n。记数出各死亡时刻 t i 处的在危险个体数 ri 、

死亡个体数 m i 、区间内的截尾数目 l i。 用 R(t i)表示 ti 时刻的

ri 个在危险个体构成的集合 。

　　Breslow 法是将 Cox法的比例危险度模型中的基础危险函

数 h0(t), 假设为各死亡点之间的区间内是连续的 , 且不同区间

为一不同常数。即在(ti-1 , t i)内令 h0i(t)=λi(λi 为常数)。 这

时的比例危险度模型形式为。

　　h i(t , z)=λi·exp(zβ) (6)

　　exp(zβ)与时间无关 , 而(zβ)是协变量的线性式 ,β 为待估的

参数向量。

　　将(6)式代入(5)式 ,并从 t i-1到 t 积分(特别地 t0 =0), 得

到第 i个区间内生存函数为

　　s i(t , z)=exp -λi(t-t i-1)·exp(zβ)

　　当 z=0 时 ,即为该区间内的基础生存函数。形为下述(8)

式 ,是区间上的一个指数函数。

　　s0i(t)=exp -λi(t-t i-1) (8)

　　于是由(6)式及(7)式可写出似然函数为
　　

L(λi , β)=∏
k

i =1
∏
m
i

j =1

λi exp(zjβ) ∏
j∈R(t

i
)
exp -λi(ti -ti-1)· exp(zjβ)
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　　=∏
k

i=1
exp(s iβ)λ

m
ii ∏
j ∈ R(t

i
)
exp -λi(t i-t i-1)·exp(z jβ)

(9)

　　第一个等式花括号内第一个乘积号表示在 t i 时刻 mi 个死

亡个体的死亡概率 ,第二个乘积号表示 ri 个在危险个体的存活

概率。其中 si 为 mi 个死亡个体的 z 值之和。对数似然函数为

logL(λi , β)=΢
k

i=1
siβ+mi logλi-λi(t i-ti-1) ΢

j∈ R(t
i
)
exp(z jβ)

(10)　　

　　令
 logL
 λi

=
mi

λi
-(t i-ti-1) ΢

j∈ R(t
i
)
exp(z jβ)=0 , 　得到

　　 λi=m i (t i-t i-1) ΢
j ∈R(t

i
)
exp(z jβ) (11)

　　将(11)式代入(10)式 ,得

logL(β)=΢
k

i=1
siβ -milog ΢

j∈R(t
i
)
exp(z jβ)+[ mi logmi -milog(ti -ti-1)-mi]

　　由于方括号内各项与 β 无关 , 故可写成

logL(β)=΢
k

i=1
[ siβ-m ilog ΢

j∈ R(t
i
)
exp(z jβ)] (12)

　　由此式并运用 Newton-Raphson 迭代解法便可估计出 β 来。

(11)及(12)式就是文献[ 2] 中所给出的结果。将(11)式代入(6)

式 ,再将(6)式代入(5)式 , 取 z=0并从 0到 t i 积分 , 就得到个体

的基础生存率估计公式为:

　　 S0(t i)=exp[ -΢
i

l=1
 tl

t
l-1
 λldu]

　　=exp[ -΢
i

l=1

m l(t l-t l-1)
(t l-t l-1) ΢

j∈ R(t
l
)
exp(z jβ)

]

　　=∏
t
l
≤t

i

exp[ -m l ΢
j∈ R(t

l
)
exp(zj β)] (13)

　　这就是(13)式即[(2)式] 作为替代式的根据。注意到(13)

式的因子是一个指数式 ,(1)式与之相比 , 可见只是取了(13)式

的幂级数展开式的前两项。由于取项太少 , (1)式是一个粗糙

的近似式 ,因此在实用中于个别死亡点会产生负值的情况。

2　算例

　　表 1 资料摘自文献[ 1] 。表中所列的实验数据 , 是为研究

抗癌药物 6-MP对治疗白血病的效果而观测到的患者的缓解时

间 t(单位为周)。其中“＊”号表示截尾(censored),并设立了一

个对照组。这里涉及的协变量 z 只一个 ,且规定 z=1 为对照 , z

=2 为用 6-MP。样本容量 n=42。

表 1　白血病患者的缓解时间 t(单位:周)

样本 1(6-MP)
6＊ ,6 , 6 , 6 , 7 , 9＊ , 10＊ , 10 , 11＊ , 13 , 16 , 17＊ , 19＊ , 19＊ , 20＊ ,

22 ,23 , 25＊ ,32＊ ,32＊ ,34＊ ,35＊

样本 2(对 照) 1 ,1 ,2 ,2 , 3 ,4 , 4 ,5 ,5 , 8 ,8 , 8 ,8 ,11 , 11 ,12 ,12 ,15 , 17 ,22 ,23

　　表 2 所列是用几种不同算法计算出的基础缓解率 s0(t)

[ s0(t)=P(T≥t),即缓解时间 T大于等于 t 的概率] 的估计结

果。

3　讨论

　　表 2中第2列的 Breslow 算法 ,在 4个时间点上出

现了负值(见＊号),而第 3列的改进算法完全避免了

这种情况的产生。第3列与第5列的非参数法的Kap-

lan-Meier 估计结果比较 ,曲线同样呈单调下降且具有

一致性。第3列与第 4列稳定性好的 Cox算法结果相

比较 ,两者也很贴近。可见改进算法是适宜可行的。

Cox 模型经过众多领域长期广泛应用结果表明 ,它是

多元生存分析中理论成熟 、方法可靠的模型 。为充分

发挥该模型提取信息的效力 ,需进一步着力研究在大

样本多重复数据情况下的计算机算法技术。

表 2　s0(t)的四种算法结果比较

缓解时间点 t Breslow法 改进法 Cox法 Kaplan-Meier法

(1) (2) (3) (4) (5)

1 0.64 0.70 0.69 0.95

2 0.40 0.48 0.47 0.90

3 0.32 0.39 0.38 0.88

4 0.17 0.25 0.24 0.83

5 9.2×10-2 0.16 0.15 0.78

6 1.7×10-2 0.07 0.07 0.71

7 1.2×10-2 5.2×10-2 5.3×10-2 0.68

8 -1.9×10-3＊ 1.6×10-2 1.9×10-2 0.59

10 -1.2×10-3＊ 1.1×10-2 1.3×10-2 0.56

11 -2.0×10-4＊ 4.8×10-3 6.2×10-3 0.51

12 8.5×10-6 1.7×10-3 2.5×10-3 0.45

13 2.7×10-6 8.5×10-4 1.3×10-3 0.42

15 8.2×10-7 4.2×10-4 6.8×10-4 0.39

16 1.4×10-7 1.8×10-4 3.2×10-4 0.36

17 1.9×10-8 7.8×10-5 1.4×10-4 0.34

22 -2.9×10-8＊ 6.1×10-6 2.7×10-5 0.26

23 8.4×10-8 1.2×10-7 3.1×10-6 0.18
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